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matematicas.” 


“| believe that all teaching 
should be given by levels, so it 
is necessary to teach 
mathematics as the basis for the 
study and understanding of the 
other sciences such as physics 
and chemistry and_ other 
disciplines, which will be 
nourished with the scientific and 
artistic essence of the maths.” 
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PREFACIO 

El presente libro constituye una deduccion de la 
definicion de integral indefinida a partir de la 
definicion de la derivada de orden superior a uno para 
funciones explicitas, para que de esta forma se pueda 
comprobar que la derivada y la integral indefinida son 
en si continuidades. 

Este libro pretende explicar de forma comprensible 
cada definicidn matematica que se vaya dando a lo 
largo del texto, sin ahondar en el lenguaje matematico 
abstracto. Por ende, el proposito de este libro es ir de 
lo mas sencillo hasta lo mas complejo, recordando 
que la unidad mas simple a derivar o integrar es el 
monomio. 

Ademas, es necesario aclarar que las matematicas 
por si mismas deben quedarse en el terreno de las 
mismas y no querer llevarlas inmediatamente a la 
abstraccién. Por esto, se analizara primero lo 
referente a funciones algebraicas, para 
posteriormente abordar un poco sobre las funciones 


trascendentes. 


ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
CAPITULO I: SOBRE LA DEFINICION 
En 1736, Isaac Newton publicd su libro titulado 
“Tratado de métodos de series y fluxiones”, con el 
que Newton introdujo una nueva forma de calcular las 
pendientes de las funciones y=f(x), a las que 
denomino fluxiones 0 derivadas. 
La definicion que permite obtener derivadas —al 
utilizar el Teorema del Binomio, esta dada por: 


h 


Por ejemplo, si se tiene la funcidn y=x? y se quiere 
obtener la derivada para su punto P(2,4), se procede 


a calcularla de la siguiente manera: 


h 


> f'(x) = lim season 10) 


ppc, te [OC = 
ro) «yy PP 
Sustituyendo la variable x por su valor numérico que 
es 2: 

ian te NH ey 
7) =yy[2r 


esi: 4+4h+h?—-4 
aa ar a 


CAPITULO |: DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA 
4h + ~) 


f'(2) = lim ( 
f'(2) = lim(4 + h) 

f'(2) = (Jim 4+ lim h) 

f'(2) = (44+ 0) 

 f'(2) =4 

Este es el valor de la derivada de la funci6n y=x? para 
su punto P(2,4), pero ~Qué significa esa h? y la 
respuesta es que dicha h representa un valor 
numérico tan pequeno que tiende a cero sin llegar a 
ser igual a cero, esto significa que h puede tener 
algunos de los siguientes valores numéricos: 
h=0.0007, 

h=0.000007, 

etcétera. 

La definicién (1.0) constituye la base para desarrollar 
las demas derivadas de Ordenes superiores: 
i ao) _ sflxt os Dhl -} 


ao > lim 75 * (1.1) 
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Asi, si 6=1, entonces la definicidn (1.1), queda 
expresada de la siguiente manera: 


(fle +A qyfle+O— D4, .} 


dty _ 
dx! h-0 hi 
; (fc: tO ee ale ou} 
dty _ ra rn 
dx1 0 hi 
a f(x +h) — f(x) 
dx} ~ Ao0 h 
oy fer =f) 
ae no h 


Por lo que 6=1 es la definicién de la primera derivada 
—y también es la definicion (1.0). 
Ahora, si 6=2, entonces la definicidn (1.1) quedara 
expresada de la siguiente forma: 
d*y ee f(x + 2h) —2f(« +h) + f(x) 

* dx2 Roo h? 
Por lo tanto, 6=2 es la definicion de la segunda 


derivada. 


Hasta el momento, en cuanto a la obtencion de 
derivadas de Ordenes superiores a uno se puede 
conseguir. Pero ¢Qué sucederia si 6 fuese negativa 
(6<0)? Al utilizar la definicidn (1.1) se puede observar 


lo siguiente: 
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pty _ (Cea AL gfe G— DA, 
3 SF = tim 4 nay 
#5. ee al | 
ae. -  —- 7s 
d-ty | 1 [f@— 1h) f@- 2m) f@- 3h) 
dx-) nooh-| 0! a an 

d-*y 


= ime [f(x — 1h) + f(x — 2h) + f(x — 3h): ] 


Como puede observarse, cuando 6 es positiva 0 cero, 
llega un momento en la serie en que necesariamente 
hse anula en el numerador, con lo cual puede decirse 
que una 0o—ésima tiene finitud al representar una 
derivada. Empero, puede observarse que al hacerse 
6 negativa, h no se anula, sino que aumenta su 
magniitud de modo tal que: 
> aa a lim 

dx-1 nooh-t 


2s mS sew 


En relacién a h a fin de hacerla tender a cero, se 


[f(x — 1h) + f(x — 2h) + f(x — 3h) ] 


ocupan los siguientes razonamientos: 
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lim h = 0 
h-0 

x 
lim — = 0 
n-o nN 


Y lo que se busca es que 0=0, por lo cual: 
x 

y~h=- 
n 


Por lo que la ultima expresion al sustituirle la variable 


queda como: 


La definicion (B) representa —a diferencia de la 
derivada, una serie donde h aumenta de magnitud, 
por lo cual es necesario aplicarla a fin de hallar una 
interpretacion de lo que es en si. 

Si por ejemplo f(x)=x, al aplicarla en la definicion (8), 


esta queda como: 


> (x = a] (-) cpaseah cep) 


CAPITULO I: DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA 


GQ) 


Al realizar operaciones, se tiene entonces: 


r= in | | x= 


Como aqui la sumatoria 2 esta en funcion de k, todas 


las variables x salen de la Sumatoria, por lo cual: 


k=1 k=l 
eS ae 24 1 - : 


Por definicién: 


ye 
“. nis 
k=1 
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Sustituyendo esta definicion en la expresion ultima, se 


obtiene: 
ey oe 1 
en Te lim mA aay) k 
k=1 
d-ty 1 (n*+n 
_ 124; eee 
ax> = aun. : = Z ) 
d-ty 1/n?+n 
aes iss Peseta 
i a ( n2 ) 


d-ty 1 
ne see es 
dx71 . au 1 mn) 
za = x? lim é — =) 
dx71 n>0\2 2n 


a: 1 1 
Paw x? (tim —— lim —) 


dx-1 n>00 no 2n 
d-ty 1 

ead haope 
dx-1 ~ (5 0) 
ys 
“dx-1 2 


OBSERVACION: Este ultimo resultado concuerda 
con la integral indefinida, por lo que se puede 


aseverar que: 
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d-ty = 
dx-t- 2 
a yd x" 


1 
d =_— x2 
| xax 7% 


Por lo que 6= —1 es la definicion de la primera 
integral indefinida. Y por ende, puede definirse de 


modo formal como: 


ED Ain wy Ge “) Opel) 


d= v.ar= tim [Y's (e-)]( (=) 


df (x).dx = lim fr re-2) =) 
xf FD dx = dir lim 2{rre-%) (=) 


En cuanto a 6 = -2, 6 = -3, etc., es decir, integrales 
indefinidas de ordenes superiores a 1, se pueden 
deducir de la definicion (1.1), donde queda observado 


que una derivada es una serie donde en algun 
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momento h en el numerador se anula. Mientras que 
en una integral indefinida nunca se anula la variable 
h, sino que aumenta su magnitud. 

Se puede —-en adicién a lo anterior, demostrar las 


siguientes definiciones: 


d-2y ; 
+= mf jo cer ona 


‘ i ie dx? = lim ») k.flx—(k + Dai 
k=1 


También se puede demostrar la siguiente definicion 


mediante la funcion y=7: 


q73 “1 (k2 +k 
=n (& 7 )-fle— ozone 


k=1 


| | [ reoae - mp (S “).pe— ce ayn 


A continuacion se procede a demostrar la definicion 


ultima con la funcion y=7: 


[[ [remax nfo (S$). pe oe alt? 
1.dx? = lim (tk [x —(k + 2)h] 
J J Jee =pyld: (EZ4) o-— oe+ anf 


k=1 
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[J fae = im (EA) 


k=1 
aa oy y k2+k 
J J [uae =F am >" (a 
k=1 
x3 ir 
[| [rae =SiimS)'0e +6 
2 noo n3 
k=1 
[| Jree=Siims > +> k 
2 noo n3 
k=1 k=1 


[[ free=%n 1 an*+3néitn nitn 
A pee 6 2 
ae eae an'+3nttn  nitn 
J J [a8 = 7 im (>a 
[| [ae = Sim Gi) 
ecm ree to 0) 2n 6n2 2n = 2n2 
[[Jree-Sn Gtotertss) 
Oe Fa Nea Ba GAL OR 
x3 
[| free ies 
«[[[rar=z 
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Demostracion: 


fa dx=x+C, 
1 2 
fora) dx = 5x +C,x+C, 


1 2 1 3 1 2 


Por lo que queda demostrado, solo hay que 
agregarles las constantes de integracién que se 


vayan generando. 


OBSERVACION IMPORTANTE: Como se puede ver, 
el anterior método para calcular integrales indefinidas 
implica saber la expresién en términos de n de las 
Sumatorias donde k esta elevada a un exponente m. 
Empero, si se observa, las Sumatorias algebraicas 


tienen las siguientes caracteristicas: 


n 
ae 

k=1 - 

et eR 
aro) ee a 


fl 1 (n*+n 
[eave lim |—(n) -—= 
noo |n n? 2 
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CAPITULO |: DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA 
Por lo tanto, puede expresarse también de la 
siguiente manera sin modificar el resultado final —al 


considerar la anterior observacion: 


d-ty 1 1x 
pene yy Aas [1 ei Pane 
= dx-1 ‘ bath F (n) n? K 
k=1 
y 1 
it ee F a, e| 
k=1 
i 17 
jee ete FOr aaa 


n-oco 


1 
“ dx = =x? 
[= x 5% 


Por lo que esta nueva expresion —sin necesidad de 
usar Sumatorias (2) en términos de n, sera utilizada 
en el siguiente capitulo para calcular Sumatorias 


algebraicas a partir de integrales indefinidas. 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
ANEXO |! 
INTERPRETACION GRAFICA DE LA INTEGRAL 
INDEFINIDA ORDEN UNO 
Considérese el caso en el cual se tiene un triangulo 
representado por la funcién y=x, por lo cual se sabe 
que su base es de 1 y su altura es de la misma 
longitud, por lo cual su area es igual a 0.5. 
EJEMPLO | 
Para ejemplificar la aplicacion de la definicion (8), se 
grafica la funcion y=x, en el intervalo [0,1) en cuatro 
partes iguales (Figura 1), por lo que se generan los 
siguientes subintrevalos: 
[0.00,0.25) 
[0.25,0.50) 
[0.50,0.75) 
[0.75,1.00) 
Para este caso, la definicion (8B) se vera modificada a 
la siguiente forma a fin de ir comprendiendo poco a 
poco como un mayor numero de particiones dentro 
del segmento se aproxima al valor ideal dado por la 
formula para calcular el area del triangulo, por lo que 


la definicidn mencionada se transforma en: 
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Grafica de y=x 


Figura 1: Grafica de la funcién y=x, elaborada con Graphmatica 
El segmento de recta mide 1 y esta particionada en cuatro partes. 


Fuente: Elaboracion propia. 


Si se particiona en cuatro partes iguales (n=4), 


entonces la definicion (81) queda de la siguiente 


manera —el segmento de recta mide 1: 


7 ae ~ yr le -*) (=) maaan (BL) 


k=1 
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= -[y0-9]@ 
t= (1-2) +(-3)+0-9+0-J1 
=-(9+@+@-Ol@ 


d71 

—— ~ [(0.75) + (0.50) + (0.25) + (0)](0.25) 
d~ty 

<5 © (1.5)(0.25) 

a7} 

at = 0.375 


Si se quiere ver el area total como la suma de los 
rectangulos se procede a hacer lo siguiente’: 

> Ar = (bi) (hi) + (b2)(h2) + (bz) (ha) + (4) (ha) 
Como cada una de las bases es igual a 0.25, la 
definicién de arriba queda como: 

Ar = (0.25)(h,) + (0.25)(h,) + (0.25)(h3) + (0.25) (hy) 
La altura (h1) mide 0. 

La altura (h2) mide 0.25. 

La altura (h3) mide 0.50. 

La altura (h4) mide 0.75. 


1 Area del rectangulo: A=bh 
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Por lo que: 

> Ap = (0.25)(h,) + (0.25) (hz) + (0.25)(h3) + (0.25) (hy) 
Ar = (0.25)(0) + (0.25)(0.25) + (0.25)(0.50) + (0.25)(0.75) 
Ar = 0+ 0.0625 + 0.125 + 0.1875 

A,r = 0.375 6 

EJEMPLO Il 

Si se particiona dicho segmento igual a 1 en 10 partes 


(n=10) 
oy, (x = “) (=) ee ral 


toi - » a Li i) (=) 
at (Y1- FY HG) 
— - {10- (5) ee ia) 


R 


5 fro (CM 


” ~ (10 — 5.5)(0.10) 
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dé dy 
Fuat © (4.5)(0.10) 
- ly 
—_ ~ 0.45 
dx71 


Grafica de y=x 


Figura 2: Grafica de la funcién y=x, elaborada con Graphmatica 
El segmento de recta mide 1 y esta particionada en diez partes. 


Fuente: Elaboracion propia. 


Si se quiere ver el area total como la suma de los 


rectangulos se procede a hacer lo siguiente?: 
> Ar = (b,) (Ay) + (bz) (he) + + (10) (Aro) 


2 Area del rectangulo: A=bh 
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Cada base mide 0.10, por lo que: 

Ar = (0.10)[(0) + (0.1) + (0.2) + (0.3) + --- + (0.9)] 
Ar = (0.10)(4.5) 

A, = 0.45 # 

Ahora, tomese el caso en el que dicho segmento de 
recta se particiona en 10 millones de partes iguales 
(n=10,000,000), al utilizar la definicion (81) esto 


queda como: 


d-ty . Ia 7X 
ae dtl -*) (-) Spaucsillorece ore PL) 
k=1 
= 10 x10 
st) (aware) 
axa.” i 10 x 10°/|\10 x 10° 
d-ty | 10 x10° 10 x10° 1 
(Goxt08) 
dx-1 ~ 2 10 x wee 10 x 10° 
a 107 10” 
wt * (Da DIGe) 
dx-1~ 10’ 10’ 
k=1 k=1 


has ee Oe (107)(107 + 1) 
= {20” - (=) | GH) 107 


dx71 2 
Ve 10,000,000 — 5,000,000.5) ( ) 
dx-1 — (10,000, m*"~2\40,000,000 
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1 
= (4,999,999.5) (saaaanas) 


= 0.49999995 


Otra forma de abordar el calculo del area es 


considerar lo siguiente: 


d-ty away +1) 
~ dx-t fro” -(%)| |} (ce) 107 


De acuerdo a la definicidn de infinito, cuando se suma 


un valor pequeno a un valor muy grande, este ultimo 
valor no cambiara significativamente su valor, por lo 
que también puede representarse de la siguiente 


forma: 


d-ty : (107)(107 + 1) 
T= (2 - (ae) PS ae) 


Si se suma 1 a 10,000,000, este valor permaneceria 


- 


igual, por tanto: 


d-ty (_ (107)(407 + 1) 
~ dx-t {20 -(%)| 2 - 107 
d-ty ; (107)(107) 
dx {20? - - (=) ee Ilo 107 


dy _ 107 — (=) [ee 
dx-1 — 107 (=) 
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ay (108. PO) 
dx-1 Fe 4 ra ayaa 
d-ty (107 [ (1014) 
a li [@aon} 


(0-9) 


< 


dx-1 2 
dty 1 
“dx-1 2 


Por lo que se demuestra que en la medida que se va 
partiendo una grafica en partes mucho mas pequenas 
—aumento de n, las areas de los rectangulos ya no 
necesitan apoyarse en dos puntos —como en la Figura 
1 y 2, sino que comienzan a convertirse en pequenos 
rectangulos cuya altura es aproximadamente igual al 
valor de su ordenada, por lo cual pasan a ser 
rectangulos que se apoyaban inicialmente en dos 
puntos, a la situacion ideal de apoyarse en un solo 


punto. 


NOTA FINAL: INTEGRAL DEFINIDA 
La Integral Definida en términos de la Integral 


Indefinida se expresa de esta manera: 


=f p004= mh (6-]Q)-be- BO} 
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ANEXO II: FUNCIONES TRASCENDENTES COMO 
SERIES DE POTENCIAS 
Existen algunas funciones que son muy abstractas a 
simple vista; que sin embargo, pese a dicha cualidad 
se ensenan de forma brusca en matematicas sin 
antes ahondar completamente en las funciones 
algebraicas o finitas, es decir: 
y=ax*+bx+c 
y = pxe +ax*+bx+c 
Las funciones arriba mencionadas son funciones 
polindmicas finitas que empiezan teniendo un 
exponente mayor y al final terminan con una 
constante, es decir, una variable implicita x elevada a 
la potencia cero (x°)°. 
Lo que se conocen como funciones trascendentes 
deben ser vistas para una mejor comprension como 
series de potencias que comienzan con una 


constante con un monomio x elevado a la potencia 


3 O viceversa, es decir, puede empezar con una constante y terminar 
con una x elevada a una potencia maxima: 
y=ct+bx+ax? 
y=c+bx+ax* + px? 
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CAPITULO |: DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA 
cero hasta una constante con un monomio x elevado 
a una potencia que tienda al infinito. 

Las Series de Potencias que representan a las 
funciones trascendentes se expresan mas facilmente 


por las Series de Maclaurin: 


“1 [dk 
f) -y elo iF atone eenSlan(q) 
k=0 x=0 


Dichas series tienen la caracteristica de que también 
permiten representar funciones algebraicas y ademas 
las ya mencionadas funciones trascendentes. 
EJEMPLO: 

Represente por medio de series de potencias, la 
siguiente funcion algebraica: 

y = px? +ax*+bx+c 


Sol... Usando la definicion (t): 


— 1 [ak 
> f(x) = > arlarr| IK vee cee cee cee eee eee (ZT) 


p00 > ale ~ (px? + ax? torte] x 
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Por lo que: 


1 | d° 
pea (px? + ax? + bx + 3) me. 


(0)! dx® 
de aya 
(+) ren Sa (px? + ax? + bx + Of ee 
1 |d 
(+) Di on (px? + ax? + bx + Of A 
1 ‘la? 
(+) i ee (px? + ax* + bx + 3) i 
(=) | f@) 


La tabla anterior queda de la siguiente manera: 


“[@x' + ax? + bx 4+ c)]y=o- (1) 


* (3px? + 2ax + b)|,-9-X 


[(6px + 2a)]x=0-x" 


[Cp Is 0-x° 
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Posteriormente, de las funciones ya derivadas se 
sustituye la x por el valor de 0, por lo que: 
[p(0)? + a(0)? + b(O) +c] 

(+) | [3p(0)* + 2a(0) + b]x 


1 
(+) 3 [6p(0) + 2a]. x? 


(*) | Ztop).x" 


(=) | FG) 


Quedando de la siguiente manera: 


0+0+0+¢C 
(+) |(0+0+b)x 


1 2 
(+) 30 + 2a).x 


(+) | 5 Cp).x" 


(=) | f@&) 


Por lo que, finalmente: 
f)=c+bx+ax?+px? a 
Que es el resultado inicialmente dado, por lo que 


queda demostrado que las series de potencias de 
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Maclaurin funcionan de igual modo para funciones 
algebraicas o finitas. 
A continuacion se calcula la serie de potencias de 
Maclaurin para una funcion trascendente y se vera 


porque debe verse de esta forma: 


fx) =e* 
a 
k=0 


pies 0 aa See eS cae 
e= tet atatatatetat 


Si se integra la ultima expresion: 


a ROS Ree Ogee: | ee eh? coord gh 

Qa StS a a or a a 
De esta forma se puede usar para _hallar 
antiderivadas. 

Sea: 


Cc 
2 et = — 
k! 

k=0 


Dicho argumento x puede ser sustituido por 2x, por lo 


que: 
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sot st 4x? 8x3 16x* =32x> 
e Slt+eat+ stat A + BI 


e2X = 14 2x + 2x? +523 + 5x4 tax +++ 

Supongase que la funcion de arriba es una ecuacion 
diferencial y que se busca obtener su funcion primitiva 
para el punto P(0,7), por lo que queda expresada de 


la siguiente forma: 


di 
axt? = 
a7? fa a7? 

carrey |e 2x 
ax-2 f= y) dx-1 
q7it1 d71 

2 

dy-tti” ~ ay=t i‘ 
hg a 

= 2x 
dxo” ~ dx-t 

d=} 
al a 
ys em dx 
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Se vio que la funcidn e2* en serie de potencias de 


Maclaurin, esta representado por: 


4 2 4 
2x ~ 2 2x2 +—-x3 toxt 4—yzHh 4... 
=e 12h MEEK E SM bak treet 


soy [eax 


4 Z 4 
ys | (1420+ 2x? +208 4 5et 4 ao + Jax 


2 1 2 2 
ye (xta?+ixtixt+ Sree) 40 


A fin de hallar el valor de la constante C se procede a 
sustituir el punto P(0,1), por lo tanto: 


2 1 Z Z 
sys (eta? +ix8 tort + Se5 +28) +C 


2 1 2 2 
1 = [(0) + (0)? +5? +5 (0) +O) + =| +0 
1=0+¢C 
C=1 


sya(xrtxttgett gett toett)te 
~ 3 3 15 45 


2 1 2 2 
ys (eta? + ox tixt+ oa + Seed) +1 


2 Z 1 2 2 
~ 2 Qe Pe a Sa Se Ot 1 
y s(x +x + 3% + 3% + 75% + 75% + )+ 
1 4 2 4 
ye s(x + 2x? +229 4524+ ot) 41 
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we 2 4 3 2 4 4 5 

=5(1+ 2x 42x +3 +3 + 7e* te-—1)4+1 
ase 2 4 3 2 4 4 5 1 
y =5(14 2x 42x + 3x + 3% + 75% te )-541 
wi te ee RN 1 
y=5(142x+2x + 3% + 3x +7e% +) 3 
Pero: 


4 2 4 
eM ELt Ax t 2x + ox taxi tee te 


3 15 

Por lo que: 

(142 ogee ages ditices 54 )+5 
— — = = —— eee = 
aks CES eg ge a ee 2 
v=o 
2 = 2x 
.yo—et*+— 
¥~3 2 


Este resultado se obtendra de un modo mas 
compacto al utilizar la definicién de integral 
indefinida (ANEXO III). 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


ANEXO Ill: INTEGRAL INDEFINIDA PARA 
FUNCIONES TRASCENDENTES 
EJEMPLO: 


Halle la funcidn primitiva mediante la_ integral 


indefinida para el punto P(0, 7): 


Sustituyendo el punto P(0,7) para hallar C: 


> Bae oe 
a: 
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CAPITULO I: DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA 


1 
1==2%+4+C 
7° + 


(= BesGee 
F3 Fe 3D 


Por tanto, la funcion primitiva dada por la integral 


indefinida es: 

7 = 1 te 

SB Bs SD 

Comprobacion: 

dy _d are _ dy © a 

err Oe) or ee 

Sol Il: ... : Por la definicion (8): 
d-ty ‘ y ( ) x 
aout = lim | > f(x-—)| (5) (B) 

k=1 
d* dy [St a(x] (2 
read ry ac Peed) 


-1 

_ T (5 y) = = lim Jer(*-a) + eH) + e2(*-F)... 
x x 

d- 141 


ee ee ea 
x n—0o 


d° 1 fi 1 1 
yy = xe) Jim 5+ fi a (=) 
cc 


dx? n—-0o 


y = xe?) lim jen) + o (GG) + eG) -.| (-) 


n-oco 


ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


 >rTr= — peo ese ea) 


ela) ela) el) | 

w Ge 
roan ead 
ronal eal 


n-0©o 


y = x(e?* — 1) lim 


es ane =) (4) 


1 
y = =(e?* —1) lim 
2 n- oo 


n-oco 


Leas 1 
y=5e —1) lim Cz 


_1 2x 1)(1 
y=5(e*- 1) 


CAPITULO |: DEFINICION DE INTEGRAL INDEFINIDA 
1 1 

ays seo 5 

Se debe agregar la Constante de Integracion: 
done 4 

y= 7¢ =5 +C 

Sustituyendo el punto P(0,7) para hallar C: 


1= 502 46 
1 
2 
»C=1 


1= S46 
7 2 


Por lo que: 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
CAPITULO II: SUMATORIAS 


Propiedad telescopica para hallar Sumatorias 
Una forma de hallar Sumatorias es a través de la 


Propiedad Telescdpica, la cual se expresa de la 


siguiente forma: 


= >. @ = yg) Hg — Agee tes nse oon coe eee sae es sas (GP) 
k=1 


Por ejemplo, si n=2 en la definicion (w), se obtendria 


lo siguiente: 


2 
>. @ — An-1) = [a, = aci—1| + [a, _ a2-1)| 
k=1 


>, Ge = Gea) = (Gr = a9) + (@2 = a4) 
k=1 


2 
>. @ — An-1) =Az — Ag 
k=1 


Con lo que se demuestra la definicion (w). 
SupOngase que se quiere hallar la _ siguiente 


Sumatoria para cualquier m27: 
n 

>, 

k=1 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 


Si m=1. Al aplicar la definicion (w) se tiene: 


“4g ».@ = Ay) = Ag — Ap 28 es bee enh cod ona nas eee see CGP) 
k=1 


ae a aa =n™—(1-1)™ 


n n 
> km =) =m =n" 
k=1 k=1 


CASO |: 


Si m=1, entonces: 


n n 
+ ye Se 1m =n" 
k=1 k=1 


jDe esta forma se demuestra esta definicion! 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
CASO II: 


Si m=2, entonces: 


n n 
+= Sey =n" 
k=1 k=1 
n 


Se -) «&-0? aH 


k=1 k=1 


n 
ke? -) = 2k +1) =n? 


n n 
32) k-) 1=29 
k=1 k=1 
n 
2) k-n=n 
k=1 
n 
2) kann 
k=1 
a 
‘. 5 
k=1 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 
CASO III: 


Si mM=3, entonces: 


n n 

+= Sey =n" 
k=1 k=1 

n 


ye a aH 


k=1 


n 
k3 - de ~ 3k? 43k —1) =73 
k= 


k=1 k=1 1 k=1 k=1 
n n n 

3) k-3) k+) 1=03 

k=1 k=1 k=1 

n n n 

3 e-3) k+) 1=n3 

k=1 k=1 k=1 

Del Caso | y Il, se sabe que: 

n n n 
33) k?-3) e+) 1=2' 
k=1 k=1 k= 

n 
n7+n 
3) 4 = 3( ; Jenaw 
k=1 
n 
Yk Sn? Sn tnan’ 
2 2 
k=1 


ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


k=1 
3n7 on 

(Aa ae 
>, ie kas 
k=1 

- 2n? 3n* n 
eee 
di i ES 
n 
ee _ 2n° +3n*+7 


ae able at a a 


k=1 k=1 k=1 
2n? + 3n%4+7n ‘ n2+n % : 
- 5 n=n 
n 3 
3 ae Sy a, Ot = 3 
n +5n i st 5 tn n 
.n=n?3 


De esta forma es posible hallar cualquier 2k™ 
valiéndose de otras Sumatorias de menor exponente 


am. 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 


Sumatorias por medio de la Integral Indefinida 

En el capitulo anterior se observo que las Sumatorias 
guardan cierta relaciOn con la integral indefinida 
debido a que ésta ultima necesita de las primeras 
para poder hallar su valor; sin embargo, también es 
posible partir de integrales indefinidas para hallar 
Sumatorias algebraicas como se demuestra a 


continuacion: 


La observacion principal radica en que: 


n 
> >. ki~ | ni dn 
k=1 
n 
See 
2 
k=1 


Lo cual concuerda, ya que el valor exacto es: 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


Lo cual concuerda, ya que el valor exacto es: 


ya 
me oe oe 
k=1 


Como puede observarse, la Sumatoria guarda una 
relacion con la integral indefinida, por lo que se desea 
calcular una Sumatoria 2 que comience desde k? 


hasta una k’, sabiendo de antemano que: 


n 
k=1 


Con lo cual, la relacion entre Sumatoria e Integral 
Indefinida puede ser expresada de la_ siguiente 


manera: 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 


Yee ff (2 [nt an) an dn 


Usando la definicién (2.1) para calcular derivadas 
simultaneas de un monomio: 
d° n! 
n 


ane” Ol” 


En este caso, se necesita calcular integrales 


MEO ee aes edad Senta bee taie (2.1) 


simultaneas, por lo que la definicion (2.1), se modifica 
ya que 0<O, por lo que: 


dé n! 


ym BHO ie cee ee cee cee vee vee eee (ZY 
xs (n—6)!~ CY 
qe ke n! gto) 
dx-®" — [n—(-—6)]! 
qr2 n! 
n AFG crv cee cee cee see eee eee eee (2.2) 


 axs* (n+ 6)! 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


Por lo que: 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 
De lo observado, se deduce que es posible hallar una 
Sumatoria que va desde k? hasta una k’"a partir de la 


expresion: 


n 
> ». k™ 
k=1 


Dada esta expresion, no hay que olvidar que por cada 


integracion dada, se fueron generando constantes de 


integracion C. 


Existen dos observaciones con respecto a las 
Sumatorias: 

I) El exponente mayor de n debe ser m+7. 

i) El exponente menor de rn debe ser 1. 


Por lo que: 


nmtt nm nmr 1 nm-2 
+c +¢ Gani) t m2 Gaagy toe ean 
De ~ Gn 1) Gy”? Ge =I) =D) : 


Por lo que generalizando, la definicion que permite 
calcular una Sumatoria desde k® hasta una k™, esta 


dada por: 


ue m-k 


nm cet n 
ey km =: —— > Ras ne ce cee 2.3 
D (m+ 4 Gm —k) Ge) 


k=1 


Donde 2k™ de la definicion (2.3) se obtiene luego de 


resolver un sistema de ecuaciones. 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
EJEMPLO: 
Halle por la propiedad telescopica y por la definicion 
(2.3) la siguiente Sumatoria: 


n 
oe 
k=1 


Sol...l: Por la propiedad telescopica se tiene (m=4): 


n 

5 >. @ — Aye 4) Hy — Ag ve vee ee eet eee tee nae eee (W) 
k=1 
n n 

> » Rpmt1 _ XG —1)M SNM tte (yz) 
k=1 k=1 

Por lo que usando la definicion (1): 
n n 

> > pmt1 _ »& <A) aM tte cee (Wy) 
k=1 k=1 


n 


n 
Ratt — XG ~1)4tt = n4tt 
k=1 


(k-—1)° =n? 


eS — \'(k5 — Sk* + 10k3 — 10k? + 5k —1) =n 
k= k=1 
De (Swt—s)) et 43092-2048 +5) 1) 


CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 


De paginas anteriores se obtuvo las definiciones en 


términos de n para dk, 2k? y 2k, por lo que: 


n 


4 n* + 2n? +n? 2n? + 3n?+)7n vn 
5) k — 10 | ——————— } + 10 | —————__]-5 +n=n> 
k=l 


4 6 2 


5 5 5 
5 ) kA —S (ni + 2n3 +n?) +2 (2n? + 3n? +n) —F(n’ +n) +n =n8 
k=l 
. 5 5 10 5 5, 5 
5 k* —=n* —5 Bu 2 SS 5n2 SE eae TY rene =5 
) 3” n git Rig or ie! 3" gre n 


n 
5 10 5 5 5 5 
5 ee 4_5 3 k easy 2. 2 = id 
yy 3” n? + 37 an +5n 3” tan gntn n 


n 
5 5 1 
4 7 4 _ 3 a = 5 
a, an 3” ten n 


n 
5 5 n 
oie 5 _ 4 ea eee 
Li n ran wah 6 


ye mn? 5n* Sn’ n 
~ 30\5 ° 10 #15 30 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


ae = 5 (6n' + 15n* + 10n? — n) 


Pa _ 6n° + 15n*+10n? —n 
30 


- 6n> + 15n* + 10n? —n 
5 Se Spee ee ee 
Z 30 


Se _ 6(10)5 + 15(10)* + 10(10)? — (10) 
7 30 


k= 25,333 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 
Sol...[: Por la definicion (2.3) se tiene (m=4). 
Partiendo de lo siguiente: 


k=1 
ue nmti iia nm-k 
r= (m + 1) “4 (m—-k) 
y a nitt P S ntnk 
a 44+)°S 4") (4=—f) 
3 aes AB i ni-k 
= “4-0 (4 — ke) 


5 4-0 4-1 4-2 4-3 


k= 
n 

ale: n n 
we =e (4 — 0) 0) tt 0G@-D He 2)(q—2) aj Oe 3)(4— 3) 3) 


n° n* n3 n? 
>: b= et os (=) + C3 (=) + Cy (=) + cyn- (€) 


Hay cuatro constantes incdgnitas, por lo que se tiene 
que generar 4 ecuaciones, por lo que se procede a 
generarlas de la ecuacion (e): 


Si n=7 en la ecuacion (e): 


ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


Si n=2 en la ecuacion (e): 


‘ n° nt n3 n? 
= De = zt CA (=) + C3 (5) + Cy (=) + cn: (€) 


Z 5 4 3 2 
yea Stabs [+o] JralS | +2¢ 


P 32 8 
1 + 28 = + 4e4 + 303 + 22 + 2c 


8 32 
4e4 +303 + 2e2 + 2cy = Ape 


8 53 
Ac, +363 + 2C2 + 2C1 = eet sieteGtvodjeceesmawivee sd oaineae (€2) 


Si n=3 en la ecuacion (e): 


oe n* n3 n? 
+) k =—tl, a + C3 a + Cy os +cyn--(€) 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 


2 5 4 3 2 
Deas taly|te SS] ee] +30 


(Rage aae etl, +9¢ nee + 3c 
a 5 4 4 3 2 2 1 


81 9 243 
7 oa + 93 Hg Cah Se 8 ee 
247 


81 9 
7% + 9c3 +562 + 8e = aa sia (es) 


Si n=4 en la ecuacion (e): 


ze a6 né Pe my 
> ye =a t0y (=) +c; (=) +c, (=) + cn: (€) 


= 5 4 3 2 
Det eg] ees | | + 0s] + 4c, 


k=1 


. 4 Pi 2 _. 1,024 64 
64 746 
64c, +363 + 8c + 4c, — re Svein eee nearness te (€,) 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


Al reunir las ecuaciones generadas, se tiene: 


1 1 1 4 
—C4gt+=Cz +=C,+C, = 


8 53 
Ac, +36 + 2C2 + 2c, = = sfaaclalniaitelage sats ald i Slaves eal see (€2) 
81 9 247 
7% + 9c3 +562 +364 See ae (€3) 
64 746 
64c, + zs + 8c + 4c, = ete araretie SiepSie'ee eiervereienacele (€,) 


Para resolver este sistema de ecuaciones se calculan 


las siguientes matrices: 


G) @) ( 


o— 
| ul 
oS) 
\YS 
o—~ 


7 ™N 
a a ae 
LO LO LON FOR 
RI] RR] Ww RIND RI 
a a ae 


Pa NL ON 
NI N 
> U1 & U1 
oO os | 
NY NEY 
aN 
RIO NI ORIN NIP 


“—— 
|B 
a 
— 


'1@ @ @ @ 
G) @) G@ @ 
=) @ @ @ 
7 &) @ @ 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 


ee a ee ea 
— | | O—————————. dm Ais MI SHI) NOON 
SNM MM tO OO aa —— "I NI ON LI 
ANI MI SI 
Ne a Ee ee Nec Ne Na as a ~S 
——_ o™ 
SN YS a OT m—> «|. o —S YN 
UINAID ADIN SIG AW GRA IN Old Tense ees sweet 
eQ—~ ~nSS H"’”_— 4 Se —— a = 
aN ZN aN 
—— o—™~ SN NS 
— ih Ke) —_~ —~ -—~ a 
Nara che ~ SS SS NSO Im OIM Did Slm|“—" -—" — LLU 
VY we’ VS Na Na 
—~ oo 
——~ —~ Oo 
a — rN aN | DSS ~~ a + 
oR SA ak SERS te Sek Sk ae Soar soe ter er 
foe) Ne) {“" —n 4 loo) Ne) 
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(3) @) ) 


wl 


nS” 


( 


oN 
I 
VY 
Pome ie 
N 
a = 


“—™ 
N 
> U1 > 
Oy NI 
NS 


| 
oN le ae oa 
A| Sars AIA 
Fe Oe 
LON LDN LN 


SON NN NN JRL ONTO RIN 
RIO NR) ORIN NIF|s— — 


__—=,_-—-‘/ SS  S_— 


Gra QA 
Nee Nae” 

——~ 

ee ore —~ — wf 

wo| BLO WO GIA] L® 
So NJ NZS 


Re} RIO RIN RI] ROT 


_—"=-,  S_ 
ass 


eC 
OV © 
p HAP alB 
Ye YY NY 
CON ION LN LO 


- n> n* n3 n? 
+) kt = ote 7) +6 (5) +4 (F) tan 
k=1 
n 


yee ae arc n 
Li \30/\5 2 3 30 
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CAPITULO II: CALCULO DE SUMATORIAS 


n 
1 
>: cos (=) (6n> + 15n* + 10n? — n) 


1 
- 6n> + 15n* + 10n? —n 
” >» = a — 


Por lo que se obtiene el mismo resultado, dandole 
validez a la definicion (2.3). 

La ventaja de este ultimo método es que permite 
hallar la Sumatoria de cualquier k™ sin saber las 
anteriores Sumatorias, el Unico inconveniente es que 
es necesario determinar las matrices de las 


ecuaciones generadas por este método. 
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ANALISIS DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
CONCLUSION 
En conclusidn, puede aseverarse que la integral 
indefinida es en si la continuidad de la fluxion o 
derivada, ya que basta partir de la definicion de la 
primera derivada y deducir a partir de dicha definicion 
las derivadas de Ordenes superiores (6>1), 0 en su 
caso obtener las_ antiderivadas o -integrales 
indefinidas, con la condicién de que 6<0. 
Este analisis es importante, ya que de esta manera 
puede decirse que para una buena comprension del 
calculo en general —por no llamarle ya diferencial o 
integral, ya que esto Supone una no continuidad entre 
estos tipos de calculo—, es necesario partir de lo mas 
simple a lo mas complejo, es decir, partir con 
funciones finitas o algebraicas y al comprender 
completamente éstas funciones ir al siguiente nivel 
que es comprender las funciones trascendentes, ya 
que el problema de entender éstas ultimas nace de 
suponer que con solo representarlas con el simbolo e 
—por citar un ejemplo, se da por entendido a los 
estudiantes que esa_ funcidn no puede 
descomponerse en términos mas simples, cuando en 
realidad, antes de ponerla como e, es necesario 
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CONCLUSION 

demostrarles que dicha funciOn es una composicion 
de sumas de potencias. 

Finalmente, asi como fue posible partir de la definicion 
de derivada de orden uno para deducir derivadas de 
ordenes superiores, para luego deducir 
posteriormente la definicidn de integral indefinida —y 
otras del mismo tipo de orden superior, también es 
posible deducir el concepto de integral definida dada 
la definicion de integral indefinida. 
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PREFATORY NOTE 

In my case, | apologize if my English is not well written, 
| think mathematics will speak for itself: 

Mathematics is a universal language. The symbols 
used in this science and at the same time art are 
recognized around the world. 

This book refers to the deduction of the definition of 
indefinite integral from the definition of derivatives of 
higher orders for explicit functions. |n this way it can 
be verified that the derivative and the indefinite 
integral are themselves continuities. 

The purpose of this book is to start from the simplest 
to the most complex, remembering that the simplest 
unit (to find the derivative or integral) is the monomial. 
For this reason, the algebraic functions will be 
analyzed first and then the transcendental functions 


will be analyzed. 


ON INDEFINITE INTEGRAL 
CHAPTER |: INDEFINITE INTEGRAL 
In 1736 Isaac Newton published his book "The 
method of fluxions and infinite series", in which 
Newton introduced a new way of calculating the 
slopes of the functions y=f(x), which he called fluxions 
or derivatives. 
The mathematical definition that allows obtaining 
derivatives of higher orders is given by: 
je toh _ sflxt oe 1)h] + 


oo no (1.1) 


If 6=1, then the definition (1.1) is expressed in this 
way: 

+(1)h +(1-—1)h 
{Ee rt ) ]_ (yf u ) Ly ..] 
dxt h-0 ht 


[ee +h) filx+ ual 
0! 1! 


di 

Ga hi 

dy |. faeth)- fe) 

dx} ~ A30 h 

SOY =f OTN) INK) 

= = lim ————_ 
dx h-0 


Therefore 6=1 is the definition of the first derivative. 


CHAPTER |: INDEFINITE INTEGRAL 


If 6=2, then the definition (1.1) is expressed in this 


way: 
d*y f(x + 2h) —2f(x +h) + f(x) 
oT lim ee 
dx* h-=0 h2 


Therefore 5=2 is the definition of the second 


derivative. 


If 6= -1, then the definition (1.1) is expressed in this 


way: 
Z | (Aes (Onl _ fet G— DAL, ..} 
a — 
Bia | (ee a a CD ac ee 
i | a es 
dty |, 1 [f(«—-1h) pe eh) = wy gs nie — 3h) 
dx-t noht} Of. | 
d-ly 
tas Oey eH 2h) OH oh) -| 
2 =a i pee K0)h 
So that: 
limh=0 
h-0 
x 
lim —=0 
n-o Tn 


ON INDEFINITE INTEGRAL 
Looking for the equality O=0: 


x 
y~h=—- 
n 


Therefore: 


2, = lim » fos 1in}n 
d-1 . 
: = bn a) ©) 


Applying the definition (8) in the function f(x)=x: 


rie (-8) Crane 
= o> (-2)1@ 


-iombS tale 


CHAPTER I: INDEFINITE INTEGRAL 


ue x? lim (- — *) 
dx-1 n> n ne 
k=1 
d-ty “1 1 
— 21; ee fee 
ae 1m ("5 zD,k 
k=1 k=1 
d-1 1 : 
i= x? lim F (n) — =) K 
k=1 
By definition: 
_ n2+n 
“ =p 
k=1 
ae ree i 
ot lim SUS k 
k=1 
d-ty 1 (n?+n 
_ 2 7 ns See 
dx-1 an =( 2 ) 
ae alle 1/n?+n 
deel esos 2) 
d-ty if 1 
ae a i 
ee ee [1 2 (1 e 7) 
d-ty i aes 
Zi ee ea 
dx a (1 2 mn) 
a 1 1 
— =x? lim (5--) 
dx~1 n>o\2 2n 
d-ty if 1 
— = x2( lim —— lim — 
dx-1 (1im 5 ree wn) 
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ON INDEFINITE INTEGRAL 


dx71 2 
ay 2 tar 
dx-1 2 


OBSERVATION: This last result agrees with the 


indefinite integral, therefore: 


d-ty abs 
Gxt 22 
i yaa —x 


1 
a - wade at 


1 
[xax=5x 


So d5= -1 is the definition of the first indefinite 


integral. 

«| f@) dx = lim am (x -)\( ~) 
If 5 =—2: 

ara = my) k. fx — (ke + Dal 


% i ie dx? = lim ») k.flx—(k + Dai 
k=1 
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CHAPTER I: INDEFINITE INTEGRAL 
If 6 =—-3: 


d-3 “/k2 +k 
~ = tin} > ( i) x 0+ 


k=1 


| | [roa = mf (4), fe ~ e+ ant 


NOTE: Constants of Integration must be added for 


each of the cases mentioned. 
OBSERVATIONS: 
Y Derivatives eliminate constants. 


v Indefinite Integrals add constants. 


When the Summation is unknown in terms of n, the 


following approximation can be used: 


n 
“SG 
m+1 
k=1 


Returning to the example: 


ON INDEFINITE INTEGRAL 
[rune moo 2G) 
xdx =x* lim |-(n)—-3(5)n 
1 
[eaxea? lim (1-5) 
n- oo 2 
1 
[ eax = x* lim (5) 
n- oo 2 
1 
os dx = —x?2 
fe x= 5x 


So this new expression —no need to use Summations 
(2) in terms of n, will be used in the next chapter to 
calculate Algebraic Summations from _ indefinite 
integrals. 

EXAMPLE: 


Evaluate the following indefinite integral: 


[ff rae 


Solution: 


Jf fee = pol (FF) oe cee one 
ae dx? = lim ey) 


k*+k 
Lax? = — = tim 
n- co n3 
k=1 
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CHAPTER I: INDEFINITE INTEGRAL 


| | | a 2 i > 00 (; =) 
~ax im 
[J x (tim = + lim =) 
; 2 pater bates 2n 
1. x = 


It must generate three constants of integration! 
Demonstration: 


[rae=x+e, 
1, 
[era dx = 5x + Cx + C, 
1, 13,1 2 
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ON INDEFINITE INTEGRAL 
APPENDIX | 
FIRST INDEFINITE INTEGRAL: GRAPHIC 
INTERPRETATION 
The function y=x can be seen as a triangle whose 
base is equal to 1 and its height is equal to 1. 
Therefore, its area is equal to 0.5. 
EXAMPLE | 
To exemplify the application of the definition (8), the 
function y=x is plotted on the interval [0,1) in four equal 
parts (Figure 1), so the following subintervals are 
generated: 
[0.00,0.25) 
[0.25,0.50) 
[0.50,0.75) 
[0.75,1.00) 
In this case, the definition (8) will be modified to the 
following form in order to gradually understand how a 
greater number of partitions within the segment 
approximates the ideal value given by the formula to 
calculate the area of the triangle. Therefore, the 
definition (B) becomes: 


CHAPTER I: INDEFINITE INTEGRAL 


Graph of y=x 


Figure 1: Graph of the function y=x, made with Graphmatica 
The line segment measures 1 and is partitioned into four parts. 


Source: Self made. 


in yr -2) Caer, 
z ae ~ ys (x 7 “) (=) Pi dae pe CRT) 


If is partitioned into four equal parts (n=4), then the 
definition (61) is as follows -the line segment 


measures 1: 


7 i 7 yl -%) ) iO) 
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d-ty 
dx-1 


et” (t-4)+0-9+0-F)+0-1@) 
az [G)+@+@+ OQ) 


-1 


ay 
| 
| 


—— ~ [(0.75) + (0.50) + (0.25) + (0)](0.25) 
“ty 
——* = (1.5)(0.25) 
-1 
BY a 
st ¥ 0.375 


It is also possible to see the total area as the sum of 
the rectangles*: 

> Ar = (by) (hy) + (ba) (ha) + (b3) (ha) + (ba) (ha) 
Each of the bases is equal to 0.25. The definition 
above is: 

Ar = (0.25)(h,) + (0.25)(h>) + (0.25) (h3) + (0.25) (hy) 
Height (h1) measures 0. 

Height 
Height 
Height (h4) measures 0.75. 


h2) measures 0.25. 
h3) measures 0.50. 


( 
( 
( 
( 


4 Rectangle area: A=bh 
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Therefore: 

> Ap = (0.25)(h,) + (0.25) (hz) + (0.25) (hz) + (0.25) (hy) 
Ar = (0.25)(0) + (0.25)(0.25) + (0.25)(0.50) + (0.25)(0.75) 
Ar = 0+ 0.0625 + 0.125 + 0.1875 

Ar = 0.375 @ 

EXAMPLE Il 

If this segment is divided into 10 parts (n=70) 


ys («- =) OC ccestion des 
at (¥ (1-35)| G5) 


e 10 10 
aa~(>1-> a\(a) 
dx-1 10) \10 

k=1 k=1 

= 10 10 
d-ty i 1 ( 1 
dx-1 10 10 

k=1 k=1 
ay Nie! (= ) a +1) 
dx-1 10 


slo Sey 


——~ ~ (10 — 5.5)(0.10) 
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dé dy 
Fyat © (4.5)(0.10) 
- ly 
—_ ~ 0.45 
dx71 


Graph of y=x 


Figure 2: Graph of the function y=x, made with Graphmatica 
The line segment measures 1 and is partitioned into ten parts. 


Source: Self made. 


It is also possible to see the total area as the sum of 
the rectangles °: 
> Ar = (b,) (Ay) + (bz) (he) + + + (10) Aro) 


5 Rectangle area: A=bh 
21 
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Each of the bases is equal to 0.10: 

Ar = (0.10)[(0) + (0.1) + (0.2) + (0.3) + --- + (0.9)] 
Ar = (0.10)(4.5) 

A,r = 0.45 # 

If the line segment is partitioned into 10 million equal 
parts (n=10,000,000), then: 


yy (x = =) (=) Srinccaras (BL) 


d-1 10 x10° k 1 
3*| 2, (aca) | lia) 
ax- = 10 x 10° 10 x 10° 


2 10 x10 10 x10° 
d-ty | y k ( 1 
dx-} 10 x 10°] \10 x 106 
k=1 =1 
o 107 107 
d ty a 1 1 yk ( 1 ) 
dx71 = 107 107 
k=1 k=1 
d-ty | st a ) (107)(107 + 1) 
dx-1— 107 2 (=) 
aa (10,000,000 — 5,000,000.5) ( ) 
TE a ees n*"~2\40,000,000 
Ez (4,999,999.5) ( : ) 
dx-1~ *""777"""""* \49 000,000 


22 


ON INDEFINITE INTEGRAL 


-1 


¥ 


Free = 0.49999995 


Another way to calculate the area is: 


dty ( ales 44) 
~ dx-t {20 - (i) | Nera 107 


According to the definition of infinity, when a small 
value is added to a very large value, this last value will 
not significantly change its value, so it can also be 


represented as follows: 


dty | ve ae +1) 
~ dx-t (=) (=) 
If 1 is added to 10,000,000, this value would remain 


the same, therefore: 


sh aa eee (107)(107 + 1) 
~ dx-t = {107 - - (=) | 2 ‘i 107 


d-ty : (107)(107) 

a= |" (Ge) [| ae) 
d-ty ; 1) (101*) 

dx-1 - {10 “laa fea |} Ge) 107 
d-ty (107 /1\f{ (104) 

dx-1 “lr 7 Ss Or ‘saan 

d-ty (107 | (1014) 

dx-1 =F 7 eae 
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Therefore, if a graph is divided into much smaller parts 
—increase in n, the areas of the rectangles no longer 
need to be supported by two points —as in Figures 1 
and 2, but instead begin to become small rectangles 
whose height is approximately equal to the value of its 


ordinate: ideal situation of leaning on a single point. 


FINAL NOTE: DEFINITE INTEGRAL 
The Definite Integral in terms of the Indefinite 


Integral is expressed in this way: 


+ [rear= my tr -BI1Q)-We-DIG} 
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ON INDEFINITE INTEGRAL 
APPENDIX II: TRANSCENDENTAL FUNCTION AS 
POWER SERIES 
There are some functions that are very abstract at first 
glance and despite this quality, mathematics teachers 
teach them abruptly without first delving fully into 
algebraic or finite functions, that is: 
y=ax*+bx+c 
y = pxit+ax*+bxt+c 
The functions mentioned above are finite functions 
that start with a greater exponent and end with a 
constant or vice versa. 
Transcendental functions should be viewed for a 
better understanding as Power Series that start with a 
constant and end with a term raised to the infinite. 
Transcendental functions seen as Power Series are 


more easily expressed by Maclaurin Series: 


“1 [dk 
fx) => el Sp eases ccuitaehensensep) 
k=0 x=0 


This infinite sum (series) also allows to represent 


algebraic functions. 
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EXAMPLE: 

Expand the function in power of x: 
y = pxe+ax*+bxt+c 

Sol... Using the definition (t): 


“1 [ak 
> f(x) => alee’ IK vee cee cee cee eee eee (ZT) 
k=0 x=0 


— 1 [dk 
FO) =) ayer + ax? +x +0] sagt 


So that: 
m! a-|= (px? + ax? + bx + Of x 
(+) aalea (px? + ax? threo] 1 
d2 
(+) DI ail (px? + ax? + bx + Of me 
(+) GB)! was (px? + ax* + bx + 3) oP oe 
(=) | FG) 
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The previous table is as follows: 


“[@x' + ax? + bx + c)],=0- (1) 


1 
[(3px? + 2ax + b)],=9.x 


[(6px + 2a)] x=." 


Once the derivatives are found, the x is replaced by 
the value of 0, therefore: 

[p(0)? + a(0)? + b(0) +c] 
(+) | [3p(0)* + 2a(0) + b]x 


(+) 5 [6p00) + 2a].x? 


1 3 
(+) j [6p]. x 
(=) | f&) 
So finally: 


f)=c+bx+ax?+px? a 
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Consider the trascendental function: 


f(x) =e* 


Dae eS ane a ol 
x~ ze — — — — —_ = 
Ske ee opt a en gn gn Y 
Integrating the last expression: 


a? : pi car ee go “ose I, A 
dx-1° =xtoatatatateatatat 


Thus, this definition can be used to 


antiderivatives. 


(oe) 
> ert = — 
k! 

k=0 


Substituting x for 2x: 


(oe) 
x xe 
~ ert = —_ 
k! 
k=0 
(oe) 


(2x)* 


(2x) _ 
ae ki 


k=0 


Me, 4x? 8x3 16x* =32x> 
e Slt+eat stat A + 5 


4 2 4 
2X ~ 2 _x3 _ 4 x5 eee 
e SLR AREAL he tax’ trex + 
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ON INDEFINITE INTEGRAL 
Suppose that the function above is a differential 


equation for the point P(0,1), so it is expressed as 


follows: 

d} 
Pree e2* 

a? fd d-1 

ey = 2x 
dx71 i y) dx71 
q71t1 d71 
2 

dx-iti” dx71 . 
d° art 
7) et 

x dx 

d71 

a re 
v= |e dx 


Maclaurin Series for the function e2* is: 


4 2 4 
eM ELt xt 2x + ox taxi tee + 


soy= [eax 


4 Z 4 
ys | (1420+ 2x? +205 4 oat + ao + Jax 


2 1 2 2 
ya (xta?+ixtixte oe + roe) 40 
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Substituting the point P(0,7) in order to find the value 


of the constant C: 


(xtat+ ix? +524 eee sey )4C 
- y= = = — — 
y x x 3° 3° Taal age 


2 1 
1= [o) + (0)? +3 (0)° +50) +2 O8+20)5-| +C 
1=0+C 
C=1 


ys (xta2t+ix3 +oxtt aS txt + )+1 
y= 5(xtx2+ x4 oxt 4 aS + ox6 4 )+1 
1 4 2 4 
y =5(2x + 2x" + 3x + 3x" ee a Jad 
1 4 2 4 
y =5(14 2x + 2x" + 3x + 3x" Paae a -1)+1 
ye s(1t 2+ 2 tox? +sattiost Jo 4 
2 3 3 15 2 


(142 er ee es se Og +: \45 
oo NOIR ghee 2 


Maclaurin Series for the function e* is: 
4 2 4 
28 214 2x+ 2x27 +o-x8 +ox4*+— 2x + - 
e SPR Ee ae ha aa 
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So: 
sy 25 (itaxtaxt+ sett iett oat) +5 
2 3 3 15 2 
ee | 
RTD 
pa eee 
Zz Z 


This result will be obtained in a more compact way 
when using the definition of indefinite integral 
(APPENDIX III). 


SOLVING _ DIFFERENTIAL _ EQUATIONS 
(GRAPHMATICA) 

The syntax to solve a differential equation is: 
d*y IV ’ moe 

aa = d4y=f'"' (x) {X0, Vo Yo YoYo $ 

d*y 

OD. aaa Ss get 

qa = d4y = Be {0,1,1,2,4} 

Or: 

d?y ’ ”" 

i= d3y = f'"(x) {Xo, YoYo Vos 

d*y x 

dxi = d3y = 4e2 {0, 1, 1, 2} 
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Or: 
d*y iad y 
ae =d2y=f"(x) {Xo, Vo, Vo} 
d? a 2x 
ax? = = d2y =2e {0,1, 1} 
Or: 
a 
in dy = f'(x) {Xo, Vo} 
dy 
a — = (2x) 
i= dy =e {0,1} 


Figure 3: Graph of the function y=0.5e"+0.5, made with Graphmatica 


Source: Self made. 
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APPENDIX Ill: INDEFINITE INTEGRAL FOR 
TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 
EXAMPLE: 


Find the primitive function using the indefinite integral 
for the point P(O, 7): 


Substituting point P(0,7) to find C: 


> Bae oe 
a: 
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1 

1==8O+€ 
5 


paneer 
2 Se a) 


Therefore, the antiderivative is: 


1 ax, 

“ype 2 
Verification: 
dy dl oe 1 _ dy © ne 
ase” +3) =a es 
Sol Il:...: By definition (8): 

d-ty | i = kx\| x 
> 5 = lim Gary ee (3) 
Ce (O35 2x22] (2 
get (gy) = im | > 2° )]1C) 

k=1 

d* /d xX x2 x3 x 
—(=y) = lim jer A gegek a) + el m)-| (2) 
d~ 14+1 5 ide , 4x 5 _ 6X) x 
ay = lime ( mM 7) ok oe 7) Heil a |) 


dx° n->0o 


y = xe?) lim je(n) + o (Gu) + oF) | (~) 


n-oco 


d° 1 1 1 1 
—~y = xe?” lim 2 + + vee (-) 
n n 
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iar) 
o—~ 
3|3 
YS 

iar) 
~~ 
3 
YS 

iar) 
“> 
3 
ww 


n-0©o 


y = x(e?* — 1) lim 


1 
y = =(e?* —1) lim 
2 n> 00 


n-oco 


Leas 1 
y=5e —1) lim Cz 


_1 2x 1)(1 
y=5(e*- DM) 
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P as, 1 
ae ae) 


Adding the Constant of Integration: 


. ol cies ae, 
ic a ae 


Substituting point P(0, 7) to find C: 


see | 
gt Soar =o 


1 1 
{= et 
7° ate 


C= 1 
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CHAPTER Il: SUMMATIONS 


Telescoping series to find Summations 
One way to find Summations is through Telescopic 


series, which is expressed as follows: 


=5 >. @ = Oy) = Ug — Ay ev tet ere eae snesee see ses CGP) 
k=1 


If n=2 in the definition (w).: 


2 
>. @ — An-1) = [a, = ac—1| ar [a, = ac2-1)| 
k=1 


>, ie = ea) = (@ = a9) + (@2 = a4) 


k=1 


2 
>. @ — An-1) =Az — Ag 
k=1 


With which the definition (w) is demonstrated. 
Suppose we want to find the following Summation for 


any m27: 


n 
ae 
k=1 


If m=1 in the definition (w): 


= ».@ = ya) Hg — Ag 20 rete en see evaseesee sae (GP) 
k=1 
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n 


ee a =n™—(14-1)™ 


k= =1 
n n 
ae -Y& ~41)™ =n™ 
k=1 k=1 
CASE |: 
If m=1, then: 
n n 
> ye -Y«- tan” 
k=1 k=1 
n 
ae - tk Nae! 
R=1 k=1 
n n 
Ps em XG ANH 
k=1 k=1 
n n n 
>. k- > k + > 1=n 
k=1 k=1 k=1 
n 
am > 1l=n 
k=1 


This definition is demonstrated! 
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CASE Il: 
If m=2, then: 


n 


n 
+e Se tym =n" 
=1 k=1 
n 


k 


Se -) «&-0? aH 


k=1 k=1 


n 
ke? -) ~ 2k +1) =n? 
k= 


1 
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CASE Ill: 
If m=3, then: 
n n 
= ye -Y«- 1m =n 
k=1 k=1 


n 


M 


n 
ke — ) (k= 18 =n! 
k=1 


n 
k3 -Y@ ~ 3k? +3k —1) =73 
k= 


k=1 


k=1 k=1 1 k=1 k=1 
n n n 
3) k?-3) k+) 1270 
k=1 ket k=1 
n n n 
3 -3) k+) 1223 
k=1 k=1 k=1 
From Case | and Il, it is known that: 
n n n 
+3) k-3) k+ 1=n? 
=1 k=1 k=1 
n 
; nztn . 
k=1 
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2 2 
k=1 
n 
3) Rp Cotes 
k=1 

3n7 n 

Pa ae 

ys eo ae 
ec eee 
fo 20 2 2 


“ 2n?+3n7+7n 
wy ea 


6 

k=1 
Verification: 

n n n n n 
> => +3) 3) e+) 1=n3 
k=1 k=1 k=1 k=1 k= 
n n n 
3) k?-3) k+) 122 

k=1 k=1 k=1 

2n? + 3n74+7n n?+n 
ff eae a Fe +n=n3 

6 2 
3 n 3 3 

3 ae eee Aseria = 3 
n 5 ft +5 3” ee n 
a 


In this way it is possible to find any 2k™ using other 


Summations of less exponent than m. 
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Summations through the Indefinite Integral 
The main observation is that: 


Which agrees, since the exact value is: 


2 


Vika t4s 
ny Ame, 


Which agrees, since the exact value is: 


Se ee gus 
4° 2 4 
k=1 
So the Summation is related to the indefinite integral, 


so we want to calculate a Summation 2 that starts 


from k® to k™, knowing in advance that: 


n 
k=1 
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Therefore, the relationship between Summation and 
Indefinite Integral can be expressed as follows: 


Yee ff (2 [nt an) an dn 


k=1 
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Using definition (2.1) to calculate simultaneous 
derivatives of a monomial: 
a: n! 
n 


eo (ee 


In this case, it is necessary to calculate simultaneous 


NO oh vcriearenile dew odta Gate Wiebe lee ee (2.1) 


integrals, so the definition (2.1) is modified: 


d® n! 
ey ee al TCT eT PRT TTT CTT hy Oa | 
dx (n—6)!~ (2.1) 
-6 
d n nl xn-(-8) 
dx~6 [n — (—6)]! 
a n! 
— —_ x" = =p nt osieu diese Selehere a) WOenaslecasess “secerOers (2.2) 
dx-6 (n+ 6)! 
So that: 
n 
+S [nt dn eee aeansae (X,) 
k=1 
n 
1! 
Des, 1+1 
) © ae 
k=1 
n 
1 
: > Bag 
ie 5 
k=1 
n 
> ». k2~2 | | ni dn2 Svletiateatelose (82) 
k=1 


44 


ON INDEFINITE INTEGRAL 


a ae la i nit 


So it is possible to find a Summation that starts from 


k® to k™ from the expression: 


n a-™ 
> ». k™~(m!)-——_n 
k=1 


dn 


Given this expression, we must not forget the 
constants of integration C. 
Observations: 

) The greatest exponent of n must be m+7. 


Il) The smallest exponent of n must be 1. 
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Thus: 


m+1 m m-1 m-2 


n 
n n 

k™ = ——_ — $$ 9) a tet 
Zs Gat) Gay" OD Gq Ty * Or Gq 


Therefore, the definition that allows to calculate a 
Summation from k® to k™ is given by: 


n m-1 nim-k 


Ly Bee au ae I= 5 Fos) 


k=1 
Where 2k™ of the definition (2.3) is obtained after 
solving a system of equations. 


EXAMPLE: 
Find by Telescoping series and by Definition (2.3) the 


following Summation: 


oe 
k=1 
Sol...1: (m=5): 


2 ) {e = Cyn) = gy = Ay woven eee eneee sesen vee eas CP) 


yan ya eh cotta cS 
y Rott — xe _ 13 =notl 


k=1 
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30 


yoo 
£ = 4 


- 6n°> + 15n* +10n? —n 
Sate 
k=1 
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n 
6) KS 
k=1 


de 6n> + 15n* + 10n? —n 
30 


n* + 2n3? + n? 
20 aa Se 


(= +3n? 4+ ") 
6 


nz+n 
2 


15 1 
5 4 37 
(3n + an +5n =n) 


(5n* + 10n? + 5n?) 


() | (sn? + Pn? +n) 
(+) | Gn? + 3n) 


no 
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15 1 
(-3n° - ae —5n? + =n) 


(5n* + 10n? + 5n?) 


15 1 
(-3n - zt —5n3 + 5”) + (5n* + 10n? + 5n?) 


15 15 


(-5n —-—n?- =n) + (3n? + 3n) 


2 6 


15 1 
(-3n° - ah + 5n* — 5n? + 10n? + 5n? + 5”) 


15 15 
(sn — zu + 3n? — a" + 3n) 


n® 
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5 1 
> 5 a5 4 1 2 — 6 
> 6 k 3n 5” ton n 


“ 2n® + 6n® + 5n* — n? 
6) KS = 


“ 2n® + 6n®> + 5n* — n? 
A ae ape 


12 

k=1 
If n=10 

2n® + 6n® + 5n* — n? 
> i  ————— 
i 

k=1 

Sis _ 2(10)6 + 6(10)5 + 5(10)* — (10)? 
7 12 


k=1 
10 
> k5 = 220,825 
k=1 
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Sol...Il: By definition (2.3), it's known that (m=5). 


sy gmt nin-k 
SONS pina a >» ee ee Ce) 
r= (m + 1) rar (m—-k) 
Sy : not ; y no-k 
= ———_ C 
a Grp a" G=*) 
y ~ n& e y nook 
=— Cpe 
k=1 ° k=0 oo (S—k) 
n® 
6 
n>-9 
(+) C(5s-0) (5 0) 
noo1 


51 


CHAPTER II: SUMMATIONS 


n 
6 
5 

(+) | cs (=) 
(+) | C4 (=) 
(+) | cg (=) 
(+) | ce (=) 
(+) | cn 
=) | > we 

k=1 


n* n3 n? 
yeae ~05(% =)+a(F)+a(F)te(F) rane 
There are five unknown constants, so you have to 


generate 5 equations from equation (e): 


If n=7 in the pen (€): 


7 n* n3 n? 
“yee m+05(— tig el 


a Or, fs wo (1)3 (1)? 
2 Z 2 


ON INDEFINITE INTEGRAL 


1 1 1 
T= eteest ala t 303 ed aaa 


5°53 + 4c +36 15 oe + Cy Teo «6 


If n=2 in the equation (e): 


y fee ne n> n* n3 n? 

ae re (=) +4 (=) +e (5) +« (F) ran 
7 6 5 4 3 2 

) k= ©) +s J+e|9 |e, IS |+e, iS |+20 


k=1 


z a 382). 32 8 
di eee = tees t Ae, + 7Cg + ley + Acq 


5 
OZ, 2708 8 
33 = tyes t 4cy t+ 303 + ley + acy 
32 8 67 
35 + 4c, +363 26. 26, = chien ai (€) 


If n=3 in the equation (e): 


no n> n* no n? 
st, =e Gs (=) +a(7] + ¢3 (5) + cy (5) + cn- (Ee) 


3 6 5 4 3 2 
DH = Pes FPL peg [ | + |S] + os | 3a 


k=1 


1° + 25 +35 eee ee a 
2 5 4 2 
243 243 81 9 
276 =a tes +7 C4 + 9c3 5 & + 3c, 
243 81 9 309 
= es +7 C4 + 9c +52 + 3c, = Sees (ea) 
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If n=4 in the equation (e): 


n® n° n* n3 nz 
ae aera: (=) +a(7] + C3 (5) + C2 (=) + cn (€) 


Es 6 5 4 3 2 
DH = Pog EPL cg [ | + || 4 cs P| te 


k=1 
2048 1024 
a ae Sr +— 


2048 1024 64 
1300 = = ee 8 + 64c4 tz és + 8c, + 4c, 


64 
Cs + 64¢4 + Bo + 8c2 + 4c, 


1024 64 1852 
Cs + 64c, + 33 + 8c, + 4c, = aaa (é;) 


If n=5 in the equation (e): 


4 3 2 


. a n> n n n 
ae mcrae = + Cy Ps +c; z +c, = + cen (€) 


5 6 5 4 3 2 
yea +s " |e ©) |+es IS +c, IS |+50 
15625 625 125 


k=1 
15 +2 + 3° + 4° + 5° = —-— + 625¢5 + rs eae 


15625 625 125 25 
+ 625¢. + “a4 + aged + 9 & + 5c, 


625 125 25 10925 
625c. + 4 “4 + 3°83 + 9 © + 5c, = 


25 
C3 + 5) 


C2 + 5c, 


4425 = 


acess (€5) 
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ON INDEFINITE INTEGRAL 


Therefore: 
1 1 1 1 5 
5 +7 +36 +562 + C= Pa Se diclg ard vetbears cards © (€,) 
32 8 67 
5s + 4c, tees + 26: 2¢;= Tk aie (€) 
243 81 9 309 
5S +7 + 9c3 +562 +36 = ee (é;) 
1024 64 1852 

Cs + 64c4 + C3 + 8C2 + 4€, = re (Eg) 

5 3 3 
125 25 10925 

625¢Cs sar +S ae + 5c, = al (€s) 


Solving the system of equations using matrices: 
@ @ @ @@ 
=) @ @ @@ 
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CHAPTER II: SUMMATIONS 


5 

on Cs =a 

5 

on Cy =- 

C3 = 0 

1 

C2 = 
Cy = 

So that: 


=| 


> ». ke = a Cs (=) +4 (=) +¢3 (5) +c, (=) + cn-(€) 
Ye=Z+(Z)+O(S)+O(C)+QE) +o 
6 5 2 


n 
yea” 2 4 on! n 
Ge Dee AD 4D 


k=1 
: fee 2n° + 6n° + 5n* — n? 
~ 12 " 
k=1 
The same result is obtained, validating the definition 
(2.3). 


The advantage of this last method is that it allows 
finding the Summation of any k” without knowing the 


previous Summations. 
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ON INDEFINITE INTEGRAL 
CONCLUSIONS 

In conclusion, it can be asserted that the indefinite 
integral is itself the continuity of the fluxion or 
derivative, because both derivatives and integrals 
come from the definition of Derivatives of Higher 
Orders. 
This analysis is important, since in this way it can be 
said that for a good understanding of calculus in 
general it is necessary to start from the simplest to the 
most complex, that is, to start with finite or algebraic 
functions and once these are understood go to the 
next level that is to understand the transcendental 
functions. 
Finally, just as it was possible to start from the 
definition of derivatives of higher orders to later find 
the definition of indefinite integral —and others of the 
same type of higher orders, it was also possible to 
deduce the definite integral given the definition of 
indefinite integral. 
As it could be seen, all mathematical teaching must be 


given by levels. 
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é. | 


| Este libro explica la relacién que existe entre la derivada y 
la integral indefinida como una continuidad (continuum) 
deducida a partir de la definicién de las derivadas de 
Oérdenes superiores. A su vez, esto permitira hallar otras 
definiciones tales como la Integral Definida y también la 
expresiOn para encontrar Sumatorias: toda ensefianza 
debe darse por niveles. 


This book explains the relationship between the derivative 
and the indefinite integral as a continuity (continuum) 
deduced from the definition of derivatives of higher orders 
and this will allow to find other definitions such as the 
Definite Integral and also the expression to find 


Summations: all teaching must be given by levels. 


